Papierfalten J.G. 2/ 94,3/ 98

Ein Blatt Papier und eine Schere geniigen: fortgesetztes Falten erzeugt Papier-
schlangen, deren Gestalt zunehmend komplizierter wird.

Man findet sie in Michael Crichtons Sience-Fiction Roman "DinoPark" als Ikone der
"Chaostheorie™

Erste Iteration

J

"Bei den ersten Darstellungen der Fraktal-
kurve zeigen sich nur wenige Hinweise
auf die zugrundeliegende
mathematische Struktur."
lan Malcolrr

Die nacheinander ausgefuhrten Faltungen stellen in mathematischer Hinsicht eine

iterierte Abbildung dar. Bei passender Skalierung liefert dieser rickgekoppelte

Prozeld ein Fraktal ("Drachenkurve") mit verbluffenden Eigenschaften.

Geeignete Modellbildungen erlauben genauere Untersuchungen:

» unter geometrischem Aspekt zum Bildungsgesetz, zu Symmetrie, Selbstahn-
lichkeit, Kurvenlange, Dimension,

* und unter zahlentheoretischem Aspekt, der die Drachenkurve als Zahl auffal3t.

Das Papierfalten ist ein hervorragendes Beispiel fir das Zusammenspiel von

Experiment mit verschiedenen Teilgebieten der Mathematik

Die Arbeitsblatter mit Gber 40 Aufgaben unterschiedlicher Schwierigkeit eignen sich

fur Klassen von Unter- bis Oberstufe; die Ergebnisse und Ergdnzungen befinden sich

im Anhang .

Jurgen Giesen, Frankenkamp 12 a, 59514 Welver;
juergen@giesen.DInet.de; http://www.giesen.Dlnet.de
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Das Experiment

A. Linke Kante durch Strich markieren: B. Rechte Halfte Uber die linke falten:

Format N
A4 \V\

A Markierung A Markierung
C. Streifen abschneiden: D. Abgeschnittenen Streifen rechtwinklig
aufklappen:

[
[
| y .
| AN L inks-Kurve
I <4—
: Falz 1. Iteration
[
[
l [ ]
|

Markierung A
A Markierung (verdeckt)

E. Rechte Halfte Uber die linke falten: F. Streifen abschneiden:

|
|
|
! <4— : <4—
|
: Falz : Falz
: !
| |
A Markierung A Markierung
(verdeckt) (verdeckt)
G. Streifen aufklappen: Schritte B,C,D bzw. E,F,G wiederholen
2. Iteration L L

||

Markierung A
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Aufgaben: 1. Teil
1. Wie andert sich die Kantenlange bei jedem Schritt der Faltung ?
2. Die aufgefalteten Schlangen sollen auf kariertem Papier mal3stabsgetreu bis zum 5.
Schritt gezeichnet werden; im 5. Schritt soll die Kantenlange 0,5 cm betragen; mit
welcher Kantenlange mufd man beginnen ?

3. Beginne jede Zeichnung mit der Falte, die der Markierung folgt, als Links-Falte:

+L

Markierung —

4. Wie verhalt sich die GesamtgrofRe der Papierschlangen beim weiteren Falten ?

5. Notiere die Art und Reihenfolge der Falten mit den Symbolen L=Links und R= Rechts:

1. Schritt; L
2. Schritt: LLR
3. Schritt: | IR
4. Schritt; e
5. Schritt: L et e e e e e ————
6. Wieviel Falten gibtesnachdem 1., 2., 3., 4., ....... , h-ten Schritt ?
7. Beiwelchem Schritt tritt erstmals eine
geschlossene Masche auf ?
(Beriihrung von Kanten) S

8. Gibt es Uberschneidungen ?

9. Welcher Art ist jeweils die mittlere Falte ?

10. Wie erhalt man die Falten-Folge des nachsten Schritts aus der des vorherigen ? Wie
lautet also das Bildungsgesetz ? Es gibt (2) verschiedene Méglichkeiten der
Formulierung.

Hinweis: schreibe die Folgen zentriert auf und vergleiche mit der vorigen.

L
LIL|R

11. Wieviel gleichartige Falten treten hochstens nacheinander auf ?
12. Ist die Falten-Folge periodisch ?

13. Erlautere das Prinzip der "Ruckkopplung” bei dem Prozel3 des Papierfaltens.
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Es gibt ein geometrisches Konstruktionsverfahren, das die jeweils folgende Faltung liefert,
jedoch bis auf den Mal3stab (Kantenldnge) und die Orientierung.

14. Wie ergibt sich aus der 1. Faltung die 2. ?
Hinweis: Erganze die Figur ausgehend von den schon benutzten Gitterpunkten; die 3
Ecken der 2. Faltung liegen jeweils auf Gitterpunkten.

15. Wie gelangt man von der 2. Faltung zur 3. ?

16. Und von der 3. Faltung zur 4. ?

17. Wie verhalt sich bei diesem Verfahren die Grol3e der Papierdrachen, um welchen
Faktor andert sich bei jedem Schritt die Kantenlange ?
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18. Auf Grund dieses Verfahrens lal3t sich das Bildungsgesetz auf eine zweite Art

angeben:

1 L ® L|L[R

2 LILIR ® L L R

3. ®
et iieeee i e e iaaaeeaaaas

19. Zeichne die erste Halfte jedes Drachens (von der Markierung bis zum mittleren L) in
anderer Farbe nach und begrtinde die (fir Fraktale typische) Eigenschaft der
"Selbstahnlichkeit".

20. Markiere in der ersten Halfte einer Drachenkurve (z.B. 7. Iteration) alle Mittelpunkte der
vorherigen Iterationen. Was fur eine Kurve entsteht dabei ?

Bestimme die Abstande der
8 4 Mittelpunkte 2, 4, 8, ... vom
Anfangspunkt A durch Messung oder
Rechnung (Pythagoras) und die
Winkel, die die Verbindungsstrecken
'\ vom Anfangspunkt zu diesen

A

Mittelpunkten einschliel3en.
Wie andern sich die Werte ?

21. Die Spirale in 20 kann durch die Gleichung r=rg - e@l beschrieben werden

CQ

Berechne die Konstante a, wenn j in Grad gemessen wird ?
Wie grol3 ist der Winkel b, unter dem jeder Radius die Tangente schneidet ?

22. Das Konstruktionsverfahren der Drachenkurve laf3t sich wie folgt darstellen:
der Linienzug ("Initiator", Kantenlange K) wird durch die beiden Katheten eines
rechtwinkligen Dreiecks ("Generator") ersetzt; bei der Fortsetzung ist zu beachten, dal3
die Orientierung der Dreiecke abwechselt.



Initiator
(0. Schritt)

Generator
(1. Schritt)

2. Schritt

23. Welche Dimension hat die Drachenkurve ?

Dimension D

D=1

24. Schneide mehrere Drachen der 4.
Stufe aus. Wie kann man sie
lickenlos und ohne Uberschneidung
von Linien aneinanderlegen ?

Schritt | Anzahl| Lange | Gesamtlange
0 1 1 1
1 2
2
3
4
n
Vervollstandige die Tabelle.
Verkleinerungs- | Anzahl a _1 D
faktor s der Teile | &~ D
1 _al
3 3 3=3 1
1 — 22
3 9 9=3 2
3 27 | 27=3%| 3

Bestimme die Dimension D der
Drachenkurve gemal

L1
SD

25. In welchem Verhéltnis stehen die Anzahlen von L und R ?
Iteration Anzahl L Anzahl R Verhéaltnis L:R
1 0 -
2 1

SO R|WIN|EF
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26. In der 4. Iteration tritt erstmals eine geschlossene Masche auf. Zahle in den
Zeichnungen der folgenden Iterationen die Maschen und bilde das Verhaltnis, in dem
die Anzahl der Kanten (Geradenstuicke) zur Anzahl der Maschen steht.

27.

28.

29.

Iteration | Kantenzahl k | Maschenzahl m %
3 8 0 -
4 16 1 15
5
6
7
8
9

Welchem Wert sollte sich das Verhaltnis nahern, wenn die Drachenkurve
flachenfullend ist ?

In der Zeichnung der Zeichnung des 5. Drachens kommen 4 geschlossene Maschen
vor, die entsprechende Symbolfolge

LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRR

enthalt jedoch nur insgesamt drei LLL- und RRR-Sequenzen. Erklare.

Bestimme in den Symbolfolgen die Anzahl der LLL- und RRR-Sequenzen (Z&ahlen
oder aufgrund des Bildungsgesetzes):

Iteration

Kantenzahl k

LLL

k
s

RRR Verhaltnis

8

16

oo

16

32

64

128

256

(o] [oo] IoX] Kop] 62] F- JOV]

512

W=
N@GJLNHO

Begriinde das Ergebnis fiir das Verhaltnis von Kantenzahl k zur Summe s von LLL-

und RRR-Sequenzen.

2. lteration

3. Iteration

=

Jede Drachenkurve kann durch ein
Rechteck eingeschlossen werden.
Untersuche das Verhéltnis der
Seitenlangen (Zahlen).

a sei die kurzere und b die langere Seite
des Rechtecks.

Hinweis: das Verhaltnis % nahert sich mit

zunehmender Iteration verschiedenen
Werten, je nachdem ob die Iteration
gerade oder ungerade ist.



Iterat. a b alb alb
1 1 1 1 1,0000
2 1 2 1/2 0,5000
3 2 3 2/3 0,6667
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

30. Beim Aufklappen der gefalteten Papierschlangen kann sind auch andere Winkel als
90° mdglich, z.B. 60°.

1. lteration 2. lteration

Markierung 7'
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Aufgaben 2. Teil

31. In jeder der Papierschlangen ist eine Zahl verborgen, deren Ziffern durch die Falten
dargestellt werden.

Fur die Darstellung einer Zahl z im Stellenwert-System mit der Basis b gilt:
n

z = § akbX = a,p" + an.1 b™1 +an.2 h"2 Feeveeee +a; bl +aghO
k=0
wobei die Koeffizienten an ap.1, an-2, ..., a1, ag sind die Ziffern der Zahl z sind. Da nur
zwei Arten von Falten vorkommen, ist das Dualsystem (Basis 2, Ziffern O und 1) besonders
geeignet.

Dezimal-System: 5432

51000 + 4-100 + 310 + 21
5103 + 4-103 + 3101 + 2100

0,5432 = 5101 + 4102 + 3103 + 2109
Dual-System: 0 = 0
1 = 1
10 = 121+ 020 =
11 = 121+ 120 =
100 = 122 + o021 + 020 =
101 = 122 + o021 + 120 =5
110 = 122 + 121 + 020 =6
111 = 122 + 121 + 120 =7
1000 = 123 + 022 + 02! + 020 =
1001 = 123 + 022 + 02! + 120 =9
1010 = 123 + 022 + 121 + 020 =10
1011 = 123 + 022 + 121 + 120 =11
1100 = 123 + 122 + 02! + 020 =12
1101 = 123 + 122 + 021 + 120 =13
1110= 123 + 122 + 121 4 020 =14
1111= 123 + 122 + 121 4 1-20 =15
dual dezimal
01 = 121 =1 =05
011 = 1271 +122 =13 +13 =0,5+0.25 =0,75
001=  121+022+1238 =1 +0-; +1';  =05+0.125 = 0,625
0111=  121+122 4128 =13 +1-; +1-;  =05+0.25+0,125=0,875

Wir setzen in der Faltungsfolge L =1 und R = 0 und bilden die entsprechenden
Dualzahlen <1, also beginnend mit O,...
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32. Berechne die dezimalen Werte:

1. L = 0,1 S

2. LLR = 0,110 e ———

3. LLRLLRR = 0,1101100 = i
PRSPPSO
=5 TP PR TSP

33. Welche Eigenschatft hat die Zahlenfolge ?

34. Der Grenzwert der Faltungsfolge sei P ("Papierfaltungszahl™); begriinde, daf3 P
irrational ist.

35. Welche dezimalen Werte erhélt man, wenn L = 0 und R = 1 gesetzt wird ?
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P=|of|.[2|2|of2|{2|o|of2|2|2]|0]|O]|21]|0O]O

36. Einfullen von 1 und O in P ergibt eine neue Zahl Q.

Of.(1j1(0f2}j1|0|0f2]|1]|1 0 0 1 1 1 0

@2 =0, 11011001

» Vervollstdndige das alternierende Einfillen in P. Vergleiche P und Q1.

* Begrinde, daf3 in P die Sequenzen 1111 und 0000 nicht auftreten konnen.

* In welchem Zusammenhang steht das Einfillen von 1-0 mit dem geometrischen
Konstruktionsverfahren (Seite 4)?

37. Weglassen von 1-0 in P ergibt eine Zahl Q3:

of.f{1yj1 0f2j12 0f0j2j1|j1 0|0J1 O0|O0OJ1|1(2 01|21 O

Q@ =0, 1 1
Bilde Q2 und vergleiche P mit Q».

38. Nullen in P einfillen ergibt eine Zahl R:

Of. {0]1]0|2(O0|J0O|O(f2(|1]1 0 0 1 1 1 0

R=0,0101000111
Vergleiche P und R.

39. Differenz von P und R:

P = 0,1101100111001001. ..
R = 0,01010001010000010101000001
P-R =0,...................

Subtrahiere R von P. Welcher Art ist die ZahlP- R ?

40. Berechne den dezimalen Wert von P - R.

41. Zeige: P-R= (mits:%).

S
1 -s4
42. Zeige: Bei der Subtraktion in 41 steht tber einer 1 in R immer eine 1 in P (d.h. es tritt

kein Ubertrag auf). Hinweis: in R steht eine 1 stets an ungerader Position 2k+1
(k=0,1,..); benutze den Automaten fir P.
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43. Endlicher Automat

Um das an einer bestimmten Position k stehende Symbol der Folge mit Hilfe des
Bildungsgesetzes durch Reflektion zu bestimmen, sind bei groRem k viele komplexe
Schritte nétig;

z.B. bei k=1022 sind 10 Schritte erforderlich, die Folge enthalt 210=1024 Symbole.

Mit einem geeigneten "endlichen Automaten” lafl3t sich der Aufwand erheblich reduzieren.
Man stellt die Zahl k binar dar und benutzt die Ziffern dieser Darstellung als Arbeitstakte
des Automaten.

Automat zur Bestimmung der k-ten Stelle von P

1. Beispiel:
k=10 binar: k=1010 LLRLLRRLLLRRLRR
012345678910
1 0 1 0
beginnend mit @ ¥%® L¥%® R%® R%4® R
2. Beispiel:

k=1022 binar: k=1111111110

1 8 mal 1 0
beginnend mit @ ¥a® L¥%¥%%® L¥%® R
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44. Welche Uberlegungen fiihren zu dem Automaten, der die Ziffern der Papierfaltungs-
zahl P produziert ?

Zahlt man die Positionen beginnend mit O:

LLRLLRRLLLRRLRR . .
Position: 0123456789

und verwendet die neuen Symbolen A, B, C, D

L an gerader Position
L an ungerader Position
R an gerader Position
R an ungerader Position

OO wm>

so ergibt sich als "genetischen Code" von P (ahnlich der Abfolge der vier Bausteine A,G T,
P in der DNA):

Jedes der Symbole ABCD wird nun nach folgenden Regeln durch ein Wort der Lange 2
ersetzt (dupliziert):

A® AB
B® CB
C® AD
D® CD

A B CB A DO CDBADBTCUDAUD C...
® AB CB AD CB AB CD AD CB AB CB AD CD AB CD AD...
Dieser Duplizierungs-Mechanismus reproduziert die urspringliche Folge:
A B CB A DT CDBADBTCUDAUD C...
Aus der Ersetzungsregeln ergeben sich dann die Schritte (O oder 1) des Automaten

Regel 01
1 A® A|B
2 B® C|B
3 C® A|D
4 D® C|D

Regel 1
Beginn mit

A
po
37
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45. Manche Irrationalzahlen besitzen trotz ihrer unendlichen Anzahl (nichtperiodischer)
Stellen eine einfache Darstellung, wenn man sie als Kettenbruch schreibt. Man
versteht unter einem (endlichen) Kettenbruch einen Bruch der Form

1 =[ag, 27,89, ..., @1, 4]
a; + 1

1
an-1 + an

mit natdrlichen Zahlen ag, a;, a,, .., a,.1, a,.

Man erhélt die Kettenbruchentwicklung einer positiven Zahl irrationalen Zahl a , die
als Dezimalzahl gegeben ist, durch folgenden Algorithmus:

Aufspalten von a in Beispiel: p = 3,1415926535...
ay = ¢a 0, den ganzzahligen Anteil, ap=¢epa=3
<a >, den Nachkommaanteil <p>=0,141592653...
Setze dann: | 1
X1= . und a; =éx, X10.141592653... - 7,06251328...,a; =7
1
n USW.
(unendlicher) Kettenbruch: [ 3, 7, 15, ...]

Warum liefert ein Taschenrechner nur die ersten 8 bis 10 Terme der
Kettenbruchentwicklung ?

46. Bestimme die Kettenbruchentwickungen fur
3
V2,V/3 15, V2, e.

47. Wie lautet die Kettenbruchentwickungen von P =0.8507361882 ?
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Losungen 1. Teil

n-1
1. Die Kantenlange K wird jeweils halbiert: Kp = Kj - (%) (n>1)
2. Ki=0,5cm-24=8cm

3. Die ersten 5 Schritte:

2. Schrit

1. Schrit l [
sph
3. Schrit S Schritt
[ ]
4. Schrit
4. Die Papierdrachen werden immer E|:l 1M1
kleiner. Grenzwert der Iteration ist ein ot -

Punkt. Eu_éjﬂ

5. Schrit 7. Schritt

. Schritt; L

. Schritt: LLR

. Schritt: LLRLLRR

. Schritt: LLRLLRRLLLRRLRR

. Schritt: LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRR

OB WNPEF

. Schritt (n=1):
. Schritt (n=2):
. Schritt (n=3):
. Schritt (n=4):
5. Schritt (n=5):

AWNBE
N XXX XXN
01
WP ~NWR
R ol

allgemein (n31): Kn+1=2-kn+ 1 oder kn=2"-1
7. Beim 4. Schritt kommt erstmals eine geschlossene Masche vor, dann in allen.

8. Es treten niemals Uberschneidungen auf.

9. Die mittlere Falte ist stets L; sie entspricht der ersten Faltung des Blattes nach links.



17

10.
L
LIL|R
LILIR|L|L]|R
LIL|IR|L|L|R|R|L|L|L[R[R|L|R]|R
LILIR|L|L|R|R|L|L|L|{R|R|L|R|R|L|R|R|L |R|R|L|L|R|R|R|L

1. Bildungsgesetz ("Reflektionsgesetz")

a) vorangehende Folge kopieren

b) L anhé&ngen

c) jedes Symbol vor L invertieren (L® R, R® L)

Beispiel: 2® 3 a)

C) | I—

2. Bildungsgesetz
alternierendes Einfiullen von L und R

Beispiel: 2® 3 LILIR ®

LIL|R|L|L[R[R

11. Es treten hochstens 3 gleiche Symbole nacheinander auf: LLL oder RRR
12. Die Folge ist nicht periodisch.

13. Das Ergebnis jeder Faltung (Output) bildet den Ausgangszustand (Input) fur die
folgende Faltung.

—I K niroll- —I

Parameber ¢
Input \l/ Output

@%— ®¥n+l1 = f(¥n,c) }@

‘ ProZzessor T ‘

Ruckkoppiung
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14, 15

. L]

1. Iteration

2. lteration




16.

17.

19

3. Iteration

L] L] L] L]

Das Konstruktionsverfahren fir die nachste Iterationsstufe besteht darin, dal3 die
Kanten durch rechtwinklige Dreiecke (mit abwechselnder Orientierung) ersetzt
werden.
2 3
Die vorherige Iterationsstufe ergibt
sich entsprechend durch Weglassen
von Dreiecken, oder auch durch
Verbinden ungerader Ecken. q

Die Gesamtgrol3e bleibt konstant ! Die Kantenlange des folgenden Schritts ist K -

(und nicht K -%)

1

V2
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18. Die erste Halfte (bis zum mittleren L) ist fett gezeichnet

£
:L.::......W S
o e
:_L_.u% HH

o

O
HH
T
Hh
u

&
u]

I::|

[

I
L
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.

Die beiden Halften jedes Linienzugs sind kongruent (um 90° gedreht).

20.

3 6. Iteration

. A= Anfang E = Ende

A LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRRL
LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRRLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRR E

Fur die Abstande r der Punkte 2 bis E vom Punkt A gilt (Kantenlange K=1):
APy =42 AP4=242 APg=4 AP15=442 AP3;=8 APg4 =842

Der Abstand r nimmt jeweils um denselben Faktor (\/2) zu, der Winkel um konstant
45°.

2

AN

Logarithmische Spiralen besitzen ebenfalls die Eigenschaft der Selbstahnlichkeit.



13. Iteration

I
g b
o
o

iyl
faanansl

T o o F

|smmmn jumm
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21. Es entsteht eine logarithmische Spirale; in Polarkoordinaten (r,j ) gilt:

ads _ In V2

r=rp-e®  mite V2 und a=" . =0,007701635 Grad

Es qgilt:
L _ a=coth
r d]
mit a= 0,4412712 rad -1 folgt

b=66,19 °

2la. Eine logarithmische Spirale besonderer Art erhalt man durch folgende Konstruktion:
* von einem Rechteck (a>b) wird das Quadrat (b) abgeschnitten,
» von dem verbleibenden Rechteck (b>a-b) das Quadrat (a-b)
» von dem verbleibenden Rechteck (a-b>2b-a) das Quadrat (2b-a)

L a [
B F2a - 3b '
2a - 3b
2b-a
T
Sh- 3a
1 1
—
oa- Sk by
a-b




23. Welche Dimension hat die Drachenkurve ?

Initiator
(0. Schritt)

Generator
(1. Schritt)

2. Schritt

Schritt | Anzahl | LAnge | Gesamtlange

0 1 1 1
1 1

1 2 = 2 =
V2 V2
1

2 4 5 2
1 4

3 8 —= A
22 \2

4 16 1 4
4

n (B w2"
2

Der Verkleinerungsfaktor betragt s = \/15 Die Anzahl der Teile, in die die Struktur

zerlegt werden kann, ist a=2.

1
Aus a :? folgt D =

loga _

Iog%_mg\/z_

log 2
°g 2 _,

Die Dimension der Drachenkurve betrégt also 2, d.h. sie ist flachenfullend !

Aneinander gelegte Drachen fillen (parkettieren) die gesamte Ebene.

Zwei Drachen, der eine um 180° gedreht, lassen sich an den freien Enden
zusammenfugen ("Zwillingsdrachen"):
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Zwillingsdrachen
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Zwillingsdrachen:

24.

24

Fh
th
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25. In welchem Verhéltnis stehen die Anzahlen von L und R ?

Das Verhaltnis L:R =

26. In der 4. Iteration tritt erstmals eine geschlossene Masche auf. Zahle in den

Iteration Anzahl L Anzahl R Verhaltnis L:R
1 1 0 -
2 2 1 2
3 4 3 1,33
4 8 7 1,14
5 16 15 1,07
n on-1 2n-l.1

on-1

#1 nahert sich fir n® ¥ dem Wert 1.
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Zeichnungen der folgenden Iterationen die Maschen und bilde das Verhaltnis, in dem
die Anzahl k der Kanten (Geradenstticke) zur Anzahl m der Maschen steht.

Iteration Kantenzahl k | Maschenzahl m %
3 8 0 -
4 16 1 16
5 32 4 8
6 64 11 5,82
7 128 28 4 57
8 256 67 3,82
9 512 152 3,37
10 1024 335 3,06
log kim
g .
¢
G w
g
4 -
[ ]
3 i
2
Tteration
1
g B a 9 10

Das Verhaltnis wird kleiner und scheint gegen 2 zu konvergieren.

=1

[ L

|

vor, die entsprechende Symbolfolge

LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRR
enthalt jedoch nur insgesamt drei LLL- und RRR-Sequenzen. Erklare.

1. Begrindung:
n2 Maschen haben je n(n+1) senkrechte
und waagerechte Kanten, also

K  2n(n+1)
m ~ nZ2 ®2

2. Begrindung:

Auf eine Masche im Inneren kommen 4

Kanten, die je zur Halfte gezahlt werden,

da sie mit den Nachbarmaschen

gemeinsam sind.

27. In der Zeichnung der Zeichnung des 5. Drachens kommen 4 geschlossene Maschen
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Eine geschlossene Masche kann auch
R d ohne LLL- oder RRR-Sequenz (fett)
entstehen, z.B. durch die Folge RLLR,
die durch ein vorhergehendes
Kantenstiick geschlossen wird.

I—

LLRLLRRLLLRRL RRLLL RLLR RRL LRRLRR

28. Bestimme in den Symbolfolgen die Anzahl der LLL- und RRR-Sequenzen (Zahlen
oder aufgrund des Bildungsgesetzes):

Iteration | Kantenzahl k| LLL RRR | Verhaltnis k/s

3 8 0 0 -
4 16 1 0 16
5 32 2 1 10,67
6 64 4 3 9,14
7 128 8 7 8,53
8 256 16 15 8,26
9 512 32 31 8,13

10 1024 64 63 8,06

Begriinde das Ergebnis fiir das Verhaltnis von Kantenzahl k zur Summe s von LLL-
und RRR-Sequenzen. _
2 |

An__ & 3_
S_2i'3_1 2°=8

Fur die i-te Iteration gilt: ®

Ausschnitt 12. Iteration

In jeweils 4 Zellen kommt genau eine
LLL- oder RRR-Sequenz vor;

den 4 Zellen entsprechen 8 Kanten (4
innere und 8 &ullere, die mit den
Nachbarn geteilt und daher zur Halfte
gezahlt werden)

LLL- oder RRR-Sequenz fett gezeichnet

29. Jede Drachenkurve kann durch ein Rechteck eingeschlossen werden. Untersuche das
Verhaltnis der Seitenlangen.

Iterat. a b alb a

2 1 2 0.5000

3 2 3 0,6667

4 3 5 0,6000

5 6 7 0,8571 22+21
6 7 11 |0,6363

7 12 15 |0,8000 23+23
8 15 23 |0,6522

9 26 31 |0,8387 24+23421
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10 31 47 10,6596
11 52 63 |0,8254| 25+24+22
12 63 95 ]0,6632
13 106 127 ]0,8346| 26+25+23+21
22 -1 2
Fir gerade Iterationen gilt: =551~ ® 4
32 1
@ des i- _2(i+1)/2(;+;2+14+;6+ ) und b=20"D2 1
Ur ungerades i : a= >t +G) +(G) +..) un =
a1 1 _S _
b ® > o -1=¢5 =0,8333333...
T4
X Bei gerader Iteration betragt die
A Diagonale d mit a=1
L Vi
-2
P = 1,8027756377319946466...
a=1 d Der Punkt P trennt hiervon die Strecke
— V13- 3
X = P:T
= 0.3027756377319946466....
b=1,5 Die Zahl x ist ein "silbernes Mittel", sie l0st
die Gleichung
1
% =X+3
und hat die Kettenbruchdarstellung
x=[3,3,33,3,...]=[3]
I 3+X I

/
/ 1

Das kleine Rechteck (1, x) ist dem ganzen (3+x, 1) &hnlich.
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30. Mit der Kantenlange Ki =80 Pixel und Skalierungsfaktor ——

\\A<>A
/QAQ/Q/O@/

AVAVAN \/v \AAN
YA O

/>\/\/ /\ﬂvf \AJMW/

vAv, FAVAVAVAVAV JAVAVAVAVAN
/Nﬁ/%}\ JAVAVAVAVAVAN

QR0 LRI LR
NVAVAVAVAVANEENN VAVAVAVAVAY

\AVAVAV] \VAVAVAVAY
Hiij, VAVAVAVAN

10. 11. 13.
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Stufe 1
L
P1=0.1
P1 =05

Stufe 2
LLR
P2 =0.110
P> =0.75

Stufe 3

LLRLLRR
P3=0.1101100

P3 = 0.84375

Stufe 4

LLRLLRRLLLRRLRR
P4=0.110110011100100

P4 = 0.8507080078125

Stufe 5

LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRR
P5=0.1101100111001001110110001100100

Ps = 0.8507361877709627152

Stufe 6

LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRR
Ps=0.110110011100100111011000110010011101100111001000110110001100100

Pe = 0.8507361882018672602

Stufe 7

LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLR
RLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRRLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRR

P7 =0,11101100111001000110110001100100111011001110010011101100011001000110110
0111001000110110001100100

P7 = 0.8507361882018672604

Stufe 8

LLRLLRRLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLR
RLLLRRLRRLLLRLLRRRLLRRLRRRLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLRRLLLRR
LRRLLLRLLRRRLLRRLRRLLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRRRLLRLLRRLLLRRLRRLLL
RLLRRRLLRRLRRRLLRLLRRLLLRRLRRRLLRLLRRRLLRRLRR

Pg =0.11011001110010011101100011001001110110011100100011011000110010011101100
111001001110110001100100011011001110010001101100011001001110110011100100111011
000110010011101100111001000110110001100100011011001110010011101100011001000110
1100111001000110110001100100

Pg = 0.8507361882018672604

33.
34.

35.

Die Folge konvergiert (gegen P, "Papierfaltungszahl™).

Die Zahl P ist irrational (weder endlich noch periodisch) und sogar transzendent (nicht
Lésung einer algebraischen Gleichung apx" + an.1 X1 + a; X + ag = 0 mit ganzen aj).

Mit L=0 ind R=1 erh&lt man 1 - P = 0.1492638117981327396...
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P=0,1101100111001001110110..

36. Alternierendes Einfiillen von 1 und 0 in P ergibt eine Zahl Q1:

o(.|j1yj1j0|1j1|j0|0j|1j1j1j0|0f2f(O0|Of2f2f2(0Of2(f2{O0

Q@Q=0,110110011100100 1.

P und Q1 sind gleich; das alternierende Einfullen von 0 und 1 in P &ndert den Wert
von P nicht !
Dem Einfullen von 1-0 entspricht das Hinzuftigen von L- und R-Ecken.

37. Weglassen von 1-0 ergibt eine Zahl Qy:

o(.|1y1 0|11 0j0J1j1j1 0o|0f1 o|Of2f2(f2 Of12(f(2 O

@ =0, 1 1 011 0 011 1

P und Q> sind gleich; Weglassen (Dezimation) von 1-0 (entsprechend dem Weglassen
von L- und R-Ecken) in P &ndert den Wert nicht.

38. Nullen in P einfillen ergibt eine Zahl R:

of.|o|1|0|2|0|O|Of1f(Of1|[0O]jO|O|O|O|1|Of1|0f|1]|0]O

R=0, 0101000101000001010100

P1R

39. Differenz von P und R:

0,1101100111001001. ..
0,01010001010000010101000001.
0, 1000100010001000. ..

0, 1000

P
R
P- R

P - R ist periodisch, also rational.

40. Dezimaler Wertvon P - R: P-R :% +254+29+213 42174+ . =053
41. P-R=sl+ s5+s9 +s13 +s517 + =s (1 + (M1 4+ (sH2+ (s4)3+ (sH4+ ... )

___ s _8 _ 13 e Racic 1

=1 . <4 —15 =0,53 (s—BaS|s—§)




31

42. Zeige: Bei der Subtraktion in 39 steht tber einer 1 in R immer eine 1 in P (d.h. es tritt
kein Ubertrag auf).
Hinweis: in R steht eine 1 stets an ungerader Position 2k+1 (k=0,1,..); benutze den
Automaten fur P.

P =0,0l1l0l00010
Position 0 123456738
R =0,01010001010000010101000001. ..
Position 0123456738

Die 1 in R an der ungeraden Position 2k+1 stand vor dem Einftllen der Nullen auf Position
k in P. Der Automat fir P zeigt, dal3 bei einer 1 an der Stelle k auch an der Stelle 2k+1 eine
1 steht:

Essei k= ajaraz an die Binardarstellung von k; dann gilt;

2k=aaaz .. an0
(d.h. der Multiplikation einer Dualzahl mit 2 entspricht das Anhangen von 0)
Dann ist 2k+1 = a; ay az

Also entspricht dem Ubergang von
Position k nach 2k+1 ein weiterer 1-Schritt
von L aus; dies fuhrt stets zu L (also 1)

45. p = 3.14159265358979323846 ...
=1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,1, 4,1, 15, 198, ...]

46. 42 =1.414213562373095049...
=[1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,..]=[12]

\/3  =1.732050807568877294...
=[1,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,1,2,.] =[1,1,2 ]

A5 =2.236067977499789696...
=[2,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,4,.]1=[2,4]
Jede Quadratwurzel kann in einen periodischen Kettenbruch entwickelt werden.

e =2.718281828459045235...

=[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1,14,..] =[2,1,2n,1]
(n=1,....,¥)

:\)'/E =1.259921049894873165...
=[1,3,1,5/1,1,4,1,1,8,1, 14, 1,10, 2,1, 4,12, 2, 3, 11...] nicht-periodisch

47. P =0.8507361882018672604...
=[1,5/1,2,3,21,1,4,107,7,5,2,1,2,1,1,2,1,1,1,1,12..]
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48. Komplexe Zahlenebene

In 31 wurde die Faltenfolge als reelle Zahl P im Dualsystem (Basis 2) betrachtet:
P =0.110110011100100....

Ein geeignetes komplexes Zahlsystem erweckt den Drachen in der Gaul3schen Zahlen-
ebene zum Leben: die Darstellung ihrer Punkte durch komplexe Zahlen der Form z = x + i
y mit Real- und Imaginarteil erfordert fir ihre beiden Komponenten zwei Binérzahlen; es
genugt jedoch eine einzige Bindrzahl, wenn man eine komplexer Basis benutzt. Um sie
als zweistellige Binarzahl schreiben zu kénnen, darf der Betrag der Basis b nicht gro3er als
2 sein.

b=1-i mit |b|=4/2
erflllt diese Bedingung.
Die Eulerschen Formel e'! =cosj +isinj liefert
b=+2 exp(-i%) =2 (cosg - -sinf{)
In der Darstellung einer beliebigen Zahl
0,ajazasz......... =1 b-1+ a b-2+ as b-3+.....
gilt dann fur die Potenzen der komplexen Basis b:

b™" :(\/_;n exp(in®) :(\/El)n (cosnf +i-sinn})

Beispiele:
L0111
z (binar) | x=Re(z) | y=Im(z)
0,1 0,5 0,5 T 20,11

0,01 0 0,5
0,11 0,5 1 0,011
0,001 -0,25 0,25 o011 0,1
0,011 -0,25 0,75
0,111 0,25 1,25 - 0,001

0,001111 | -0,625 0

L0.001111 |

Die Folge 0,1, 0,11, 0,111, 0,111, ...
bildet eine Spirale und konvergiert

gegen i=0,1.
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Die Menge aller durch Binarzahlen < 1 dargestellten komplexen Zahlen (also die
Menge aller echten Briiche) bildet ein einfach zusammenhangendes Gebiet mit
fraktalem Rand: den (gespiegelten) Zwillingsdrachen.

Mit 2000 Punkten (2x2 Pixel) erhalt man das folgende Bild:

Der Generator des

Initiator -
(Lange 1) Zwillingsdrachens besteht aus
- - Teilstrecken unterschiedlicher
Lange. Seine Dimension D ist

Generator gegeben durch die Bedingung
a\\D D ayD _
G) +P+()" =1

1 : 1\D

Wegen a="~= und mitx ="~
oen 2= ()

erhalt man die kubische Gleichung

2x3+x=1

mit der Losung x=0,5897545...
Die Dimension betragt also

D =1,523627...
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Die 12. Iteration:
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Der Linienzug laf3t sich an der mittleren Falte (=) auftrennen:

o
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o Iul
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Die beiden Halften sind untereinander und dem Ganzen ahnlich (Selbstahnlichkeit).
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Anhang 2: HyperCard-Programm

gl obal x,y, phi,phi0,a,feld, rad, N x1,yl

ask "Bis zu welcher Iteration zeichnen ?"
if the result is "cancel" then exit MuseUp
put it into maxlter

Anf angswer t eFest | egen

repeat with z=1 to nmaxlter

Er zeugeFal t enf ol ge

go to card z+3

put feld into fld "feld"

put z & ". lteration” into fld "Iteration"

choose sel ect tool

doMenu "al | es auswahl en”

doMenu "I 6schen (grafik)"

-- Start punkt

put 250 into x

put 180 into y -- 200

choose oval tool

set filled to TRUE

drag fromx-rad,y-rad to x+rad, y+rad

set filled to FALSE

-- Zei chnen der Drachenkurve

put phi O into phi

choose |ine tool

get feld

-- 1. Halfte zeichnen

repeat with i=1 to (Ndiv 2)+1
do char i of it

end repeat

-- Mtte markieren

choose oval tool

drag fromx-rad,y-rad to x+rad, y+rad

choose |ine tool

-- 2. Halfte zeichnen

repeat with i=(Ndiv 2)+2 to N
do char i of it

end repeat

Let zt eKant e

-- Kantenl ange und Anfangsw nkel fur die néchste Iteration

divide a by sqrt(2)

add 45 to phi
subtract 45 from phi O
end repeat

choose browse too

end nouselp

on Anfangswert eFest| egen

gl obal a, k, phiO, feld,rad

put 2 into rad -- Radius fir Kreisnmarkierung der mttleren Falte

put enpty into feld -- Faltenfol ge | 6schen

put 45 into phi0O -- Anfangswi nkel fir die 1.lteration

put pi/180 into k
put 82 into a -- Kantenl &nge

end Anfangswert eFest| egen

on ErzeugeFal t enf ol ge

gl obal

feld, N



en

on

en

on

en

on

en
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put the length of feld into N
put feld into feldl
put "L" after feldl
repeat with i=0 to N1
get char N-i of feld
if it=L then put R after feldl
el se put L after feldl
end repeat
put feldl into feld
put the length of feld into N
d ErzeugeFal t enf ol ge

L
gl obal Kk, a, x,y, phi,x1,yl
put k*phi into kphi
put x-round(a*sin(kphi)) into x1
put y-round(a*cos(kphi)) into yl
drag fromx,y to x1,yl
put x1 into x
put yl intoy
add 90 to phi
dL

R
gl obal Kk, a, x,y, phi,x1,yl
put k*phi into kphi
put x-round(a*sin(kphi)) into x1
put y-round(a*cos(kphi)) into yl
drag fromx,y to x1,yl
put x1 into x
put yl intoy
subtract 90 from ph
d R

Let zt eKant e
gl obal a, N k, phi, x1,yl
if N=1 then
add 90 to phi
put k*phi into kph
put x1+round(a*cos(kphi)) into x2
put yl-round(a*sin(kphi)) into y2
el se
subtract 270 from phi
put k*phi into kph
put x1+round(a*cos(kphi)) into x2
put yl-round(a*sin(kphi)) into y2
end if
drag fromx1l,yl to x2,y2
d LetzteKante



Anhamg 3: Computer-Chaos
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yl = 4*x1*(1-x1)
y2 = 4*(X2-x2*x2)
vl y2 y2 -yl .
1 0.64000000 0. 64000000 -. 00000000
2 0.92160000 0. 92160000 0. 00000000
21 0.59036448 0. 59036448 -. 00000000
22 0.96733704 0. 96733704 0. 00000000
23 0.12638436 0. 12638436 -. 00000000
24 0.44164542 0. 44164542 -. 00000000
25 0.98637897 0. 98637897 -. 00000000
26 0.05374198 0. 05374198 0. 00000000
27 0.20341513 0.20341513 0. 00000000
28 0.64814966 0. 64814966 0. 00000000
29 0.91220672 0.91220672 -. 00000000
30 0.32034249 0. 32034249 0. 00000000
31 0.87089272 0.87089272 0. 00000000
32 0.44975436 0. 44975436 -. 00000000
33 0.98990150 0. 98990150 -. 00000000
34 0.03998608 0. 03998608 0. 00000000
35 0.15354877 0. 15354877 0. 00000000
36 0.51988617 0.51988617 0. 00000000
37 0.99841816 0.99841816 -. 00000000
38 0.00631735 0. 00631735 0. 00000000
39 0.02510975 0. 02510976 0. 00000001
40 0.09791701 0. 09791703 0. 00000003
41 0.35331706 0. 35331714 0. 00000008
42 0.91393646 0. 91393656 0. 00000010
43 0.31462642 0. 31462610 -. 00000032
44 0. 86254655 0. 86254607 -. 00000048
45 0.47424000 0.47424138 0. 00000139
46 0.99734569 0. 99734597 0. 00000029
47 0.01058906 0. 01058793 -. 00000114
48 0.04190774 0. 04190329 -. 00000445
49 0.16060592 0. 16058960 -. 00001632
50 0.53924664 0.53920233 -. 00004431
51 0.99383880 0. 99385271 0. 00001390
52 0.02449294 0. 02443801 -. 00005493
53 0.09557215 0. 09536317 -. 00020898
54 0. 34575244 0. 34507613 -. 00067632
55 0.90483076 0. 90399437 -. 00083639
56 0.34444821 0. 34715418 0. 00270597
57 0.90321456 0. 90655262 0. 00333806
58 0.34967207 0. 33885986 -.01081221
59 0.90960606 0. 89613542 -. 01347063
60 0.32889151 0. 37230691 0. 04341539
61 0.88288754 0.93477789 0. 05189035
62 0.41358852 0.24387273 -. 16971579
63 0.97013222 0. 73759528 -. 23253694
64 0.11590278 0.77419392 0. 65829115
65 0.40987729 0. 69927077 0. 28939348
66 0.96751159 0.84116464 -. 12634695
67 0.12573166 0.53442674 0. 40869509
68 0.43969284 0. 99525920 0. 55556636
69 0.98545218 0.01887331 -. 96657887
70 0.05734471 0. 07406844 0.01672373



